
[문제 1-1] 문제의 원 와 타원 를 함께 좌표평면에 그리면 다음과 같다.

















-축에 나란한 직선   가 원 , 타원 와 만나는 점을 그림과 같이 각각  라하면, 

의 좌표는    이고 의 좌표는  
    이다. 그러므로, -축에 나란한 

직선   에 의해  의 잘린 선분의 길이는 각각    과 
   이고 그 

비는   로 일정하다. 따라서, 카발리에리의 원리에 의해 와 의 넓이의 비도   이다. 

그런데, 의 넓이는 이다. 그러므로, 의 넓이는 

×  이다.

[문제 1-2] 원점에서 -축에 접하고 있던 반지름이 각각 과 인 원에 의해 생성된 

싸이클로이드곡선 과 가 다음 그림과 같이 위치하고 있다고 하자. (그림은   인 

경우를 나타내고 있다.)













에서 시작하는 임의의 반직선 이  와 만나는 점을 각각  ,라 하고, 의 좌표가 

 sin   cos 라 하자. 그러면, 좌표가  sin   cos 인 점은 직선  위에 

있으면서 동시에 싸이클로이드곡선   위에 있게 된다. 즉, 의 좌표가 



 sin   cos 가 된다. 따라서,      sin   sin     이 되어 

일정하므로 과 는 닮은꼴이다.

[문제 1-3] 다음 그림에서

 



′
 ′







  ∠′이라 하면,   이다. 그러면,           가 

되므로 ∠ ′   가 된다. 따라서, 

∠ ′  ∠ ′        ∠ ′
이 되어  ′ ′은 에 평행하게 된다.

[문제 1-4] [문제 1-3]에 의해 다음 그림의 선분  ′ ′은 직선 에 평행인 직선에 의해  

두 싸이클로이드곡선   ′와  ′으로 둘러싸인 영역이 잘린 부분이면서 원 가 잘린 

부분이기도 하다.  

 ′
′  ′ 

따라서, 직선 에 평행인 직선으로 원 와  ′을 각각 자른 선분  ′ ′과 선분 는 

길이가 같게 된다. 그러면, 카발리에리의 원리에 의해 두 싸이클로이드곡선   ′와 

 ′으로 둘러싸인 영역의 넓이는 원  ′의 넓이와 같은 이 된다. 그러므로 구하는 

넓이는 두 싸이클로이드곡선   ′와  ′으로 둘러싸인 영역의 넓이의 반에 ∆의 

넓이를 더하면 되므로 

  


⋅  


이다.



[문제 2-1] 도함수의 영점을 구하면  ′  

 으로부터 


과 




을 얻는다. 두 점은 모두 과  사이에 있다. 는  에서 극댓값 

 


와  에서 극솟값  


을 갖는다. 그런데  이고 

 이므로 의 최댓값은 


이고 최솟값은 


이다.

[문제 2-2] 는  
  의 원시함수이므로

 
  


 


 

이다. 조건 




 을 만족해야 하므로  


을 얻는다. 따라서

 
  


 






이다.

[문제 2-3] (a) ≥ 이면, 식 (1)과 (2)를 이용하여






 

 

이다. 그래서   가 성립한다.

(b) ≥ 이면, (a)에서 증명된 사실과 본문의 식 (3)을 이용하여

   
 








을 얻는다. 양변에서 을 지우면,


 






 

이 된다. 한편 좌변은

 
 






 

 










이므로 원하는 식이 증명된다.

[문제 2-4] (a) 수학적 귀납법을 사용한다. 인 경우

   

  

  
이므로 사실이다.  

이 성립한다고 가정하자. 

는 의 원시함수이므로 이제



 
      
       

이고, 여기서 는 적분상수이다.  을 대입하면   이므로 

이다. 증명이 끝났다.

(b) (a)의 식에   … 을 차례대로 대입하여 합하면, 


 



  
 









 

이 된다.  이므로 원하던 식이 증명되었다.


