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[문제 1](50 점) 다음 글을 읽고 물음에 답하시오. 

제시문 1-1 

고대 그리스 최대의 수학자이며, 물리학자였던 아르키메데스는 고대 그리스의 식민지 시칠리아의 

시라쿠사에서 천문학자인 피디아스의 아들로 태어났다. 당시 학문의 중심지였던 이집트의 

알렉산드리아에 있는 왕립학교에서 공부한 그는 특히 이론과 실험 모두에 능했다고 한다. 

지중해의 패권을 둘러싼 3 차에 걸친 로마와 카르타고의 전쟁 중 제 2 차 포에니 전쟁 때 

시라쿠사는 카르타고의 편을 들어 로마 군의 공격을 정면으로 받게 되었다. 이 때, 아르키메데스는 

이미 70 세를 넘은 고령이었지만, 투석기와 기중기 등 지렛대를 응용한 신형무기를 고안하여 로마의 

대군을 크게 괴롭혔다. 시라쿠사가 함락되던 날, 그는 죽는 순간까지도 단순한 기술자가 아닌 

기하학자로서의 면모를 보여 주었다. 그날 아르키메데스는 뜰의 모래 위에 도형을 그리며 기하학의 

연구에 몰두하고 있던 중, 다가오는 사람 그림자가 로마 병사인 줄도 모르고 “물러서거라, 내 도형이 

망가진다”고 외쳤다. 그러나 로마병사는 그를 몰라보고 그의 목을 내리침으로써 그는 생을 마감하게 

된다. 생전 아르키메데스는 기하학의 증명, 특히 원과 구에 대한 문제를 좋아했다고 하며, 그의 

비석에는 구와 원기둥 모양이 새겨져 있다. 아르키메데스는 구와 원기둥의 부피와 넓이에 관한 

발견을 가장 중요하고 아름다운 업적으로 여겼다고 한다. 아르키메데스가 구와 원기둥을 좋아한 

이유는 무엇일까? 

제시문 1-2 

잘 알려진 바와 같이 수 ߨ는 “원의 둘레/지름”으로 정의된다. 따라서 반지름 ݎ인 원의 둘레 ܥ에 

대한 공식 ܥ ൌ  이 성립한다. 원의 넓이는 어떻게 구할 수 있을까? 원의 넓이를 표현하기 위하여ݎߨ2

새로운 수를 정의할 필요는 있을까? 아르키메데스는 이 질문에 능숙하게 접근하였다. 원주와 

반지름을 이용하여 원의 넓이에 대한 적당한 부등식을 얻고 이를 통하여 원의 넓이를 구한 것이다. 

반지름 ݎ 인 원의 넓이에 대한 한 부등식은 원에 내접하는 정 ݊ -각형으로부터 얻어진다. 이 

다각형은 원의 중심에서 만나는 ݊  개의 합동인 삼각형들로 분해할 수 있다. 아래 그림은 ݊ ൌ 6인 

경우를 보여주고 있다. 
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이 삼각형들의 바깥쪽 선분들은 원의 둘레를 근사하게 된다. 선분은 주어진 두 점을 잇는 가장 

짧은 곡선이므로 이 바깥쪽 선분들의 합은 원의 둘레보다 작다. 바깥쪽 선분을 밑변으로 한 

삼각형들의 높이는 원의 반지름보다 짧다. ݊이 점점 커짐에 따라 바깥쪽 선분들의 길이의 합은 원의 

둘레에 한없이 가까워지며 높이는 반지름에 한없이 가까워진다. 삼각형의 넓이는 ଵ
ଶ

· (밑변)  · (높이) 

이므로 다각형의 넓이는 ଵ
ଶ

· (밑변의 길이의 합)  · (높이)이다. 넓이가 ଵ
ଶ

ܥݎ  에 한없이 가까운 원에 

내접하는 정 ݊각형을 고려하면 원의 넓이가 ଵ
ଶ

 .보다 작을 수 없음을 알 수 있다 ܥݎ

내접하는 정 ݊각형 대신 외접하는 정 ݊각형을 고려하면 비슷한 방법으로 원의 넓이가 ଵ
ଶ

ܥݎ  보다 

클 수 없음을 알 수 있다. 

이로부터 원의 넓이는 ଵ
ଶ

ܥ 가 됨을 알 수 있다. 원주의 길이에 대한 공식ܥݎ ൌ  로부터 원의 넓이ݎߨ2

ܣ 에 대한 공식ܣ ൌ  .ଶ을 얻는다ݎߨ

제시문 1-3 

이제 구에 대한 문제로 넘어가자. 구면의 넓이는 어떻게 주어지는가? 아르키메데스는 보다 

일반적인 질문에 대한 답을 제시하였다. 이는 구면을 평면으로 잘라서 얻어진 부분의 넓이를 

일반적으로 기술하는 것이다. 구체적으로, 평면에 의하여 잘린 구면 부분의 넓이는 영역의 

중심으로부터 잘려서 생긴 원의 둘레에 이르는 거리를 반지름으로 갖는 원의 넓이와 같다는 것이다. 

 

이를 증명하기 위하여 구면을 수평의 평면으로 자른 측면도를 살펴 보자. 아르키메데스의 결과는 

평면 ܪ  아래쪽의 넓이가 반지름 ݐ  인 원의 넓이와 같다는 것이다. 이 사실은 ܪ  가 구면의 

아래쪽에서 접한다면 당연히 성립한다. 우리는 ܪ  의 높이 (또는 각 ݍ )에 대한 넓이의 변화율을 

이용하여 아르키메데스의 결과를 보이려고 한다. 원의 넓이를 이용하여 계산한 넓이의 공식을 ܣሺݍሻ, 

구면의 넓이를 ܵሺݍሻ라고 하자. 

㉠ 우선 ݐ ൌ ݎ2 sin 이다. 미분 공식을 적용하여 ௗ௧ݍ
ௗ௤

ൌ ݎ2 cos  을 얻고 이로부터, 다음 식을 얻을 수ݍ

있다. 
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ܣ݀
ݍ݀ ൌ ݐݎߨ4 cos  ݍ

평면에 의하여 잘려진 구면의 넓이가 각의 변화 ∆ݍ 에 따라 어떻게 변화하는지를 살펴보자. ㉡ 

각이 ∆ݍ  만큼 변화하면 구의 중심으로부터 각의 변화는 2∆ݍ 가 된다. 각 2∆ݍ 에 대응하는 호의 

길이는 2ݍ∆ݎ이 되고 이는 각의 변화에 대응하는 잘려진 띠 모양의 구면 영역의 너비에 해당한다. 띠 

모양의 둘레는 2ݐߨ cos  로 근사되므로 넓이의 변화량에 대한 다음 근사식을 얻고ݍ

∆ܵ ൎ ݐݎߨ4 cos ݍ  ݍ∆ 

이로부터 다음 결론을 얻는다. 

݀ܵ
ݍ݀ ൌ ݐݎߨ4 cos  ݍ

한편, 평면이 구면의 아래에 접하는 경우는 당연히 ܣ ൌ ܵ ൌ 0이므로 ܣሺݍሻ ൌ ܵሺݍሻ임을 알 수 있다. 

특별히 평면 ܪ 를 구면의 위쪽 끝점과 접하도록 잡으면 구면의 넓이 4ݎߨଶ 을 얻게 된다. 이는 

아르키메데스가 가장 중요하게 생각한 결과 중 하나인데, 구면의 넓이가 동일한 반지름을 가진 원의 

넓이의 4 배가 되기 때문이다. 물론, 오늘날에는 초등학생들도 이 결과를 알고 있지만 이 사실이 알려 

지지 않은 시대의 이 발견은 아름답다고 할 수 밖에 없다. 

원기둥은 어디에 등장하는가? 밑면의 반지름이 ݎ 이고 높이가 2ݎ 인 원기둥의 옆 넓이는 

ሺ2ݎߨሻሺ2ݎሻ ൌ ଶݎߨ4 이므로 이는 내접하는 구면의 넓이와 같다. 아르키메데스는 넓이가 일치할 뿐 

아니라 원기둥에 수직인 평면으로 잘린 넓이들이 같음을 보인 것이다. 

 

[문제 1-1](10점) 반지름 ݎ인 원에 내접하는 정 ݊-각형과 외접하는 정 ݊-각형의 넓이를 각각 구하라. 

[문제 1-2](10점) 제시문의 내용을 이용하여 다음 식이 성립함을 보여라. 

  lim
௡՜∞

 ݊ sin
ߨ
݊ ൌ lim

௡՜∞
 ݊ tan

ߨ
݊ ൌ    ߨ

[문제 1-3](10점) 제시문의 밑줄 친 ㉠, ㉡ 부분을 간략히 설명하라. 

[문제 1-4](10점) 다음 영역의 넓이를 구하라. 

ሼሺݔ, ,ݕ ሻݖ ׷ ଶݔ  ൅ ଶݕ ൅ ଶݖ ൌ 4ଶ, െ2 ൑ ݔ ൅ ݕ2 ൅ ݖ2 ൑ 4ሽ 

[문제 1-5](10점) 반지름 ܴ인 구면의 북극으로부터 높이 ݄ 인 곳에서 구면을 바라보면 보이는 부분

의 넓이는 얼마인가? 
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[문제 2](50점) 다음 제시문을 읽고 물음에 답하라.

    태양 둘레를 돌고 있는 행성들의 공전궤도는 모두 타원이다.  공전 궤도가 타원인 것은  

인공위성과 국제우주정거장(ISS)을 포함한 모든 위성들의 경우도 마찬가지다. 행성의 공전

궤도가 태양을 한 초점으로 하는 타원인 것을 처음으로 밝힌 사람은 독일의 천문학자 케플

러(Johannes Kepler, 1571-1630)이다. 그는 처음에 행성의 공전궤도가 원일 것으로 생각

했으나 스승 티코 브라헤의 관찰 자료를 연구하여 화성의 공전궤도가 타원임을 밝혔다. 우

리는 흔히 찌그러진 원을 모두 타원이라고 부르지만, 한 방향으로는 일정비율로 늘어나면서 

동시에 그와 수직인 방향으로는 일정비율로 줄어들게 찌그러질 때에만 정확하게 타원이 된

다. 타원은 원기둥이나 원뿔을 비스듬히 자른 단면에서도 나타난다. 

    기하학적으로는 두 정점으로부터의 거리의 합이 일정한 점들로 이루어진 평면 위의 곡

선을 타원이라 한다. 이 때 두 정점을 타원의 초점이라 하고, 두 초점을 지나는 직선이 타

원에 의해 잘려진 선분을 장축, 장축의 수직이등분선이 타원에 의해 잘려진 선분을 단축이

라 하며, 장축과 단축의 교점을 타원의 중심이라 한다. 그리고 장축과 단축의 끝점을 타원

의 꼭지점이라 한다.

    초점이 각각   ′ 이고 두 초점으로부터의 거리의 합이 인 타원의 방정

식은 


 


 이 된다 (단,     ). 그리고, 이 타원 위의 한 점   에서 그은 

접선의 방정식은 







 이 된다.

    타원은 중요한 광학적인 특성을 가지고 있다. 타원의 한 초점에서 퍼져나간 빛이 타원

에서 반사되면 다른 초점에 모이게 된다. 이와 같은 성질은 타원 위의 임의의 점에서 그은 

접선에 대해 접점과 각 초점을 연결하는 직선이 이루는 각이 같기 때문이다. 

••

•

•

•
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위 그림에서   ′은 타원의 두 초점이고, 는 타원 위의 임의의 한 점 에서 그은 접선

이고,  ″은 접선 에 대한 초점 의 대칭점이며, 와 는 접선  위에 의 양쪽으로 하

나씩 잡은 점이다. 그리고, 는 접선  위에서 와 다르게 임의로 잡은 점이며, 은 선분 

가 타원과 만나는 점이다. 그러면, 

(1)  ′   ′
인데, ∆ ′에서  ′  ′이므로 

(2)  ′   ′
이다. 과 는 타원 위의 점이므로 타원의 정의에 의해

(3)  ′   ′
이다. 그러므로 (1), (2), (3)에 의해  ′   ′를 얻게 되는데, 이로부터 두 초

점으로부터 접선  위의 한 점에 이르는 거리의 합은 접점 에서 최소가 됨을 알 수 있다. 

한편,  ′   ′ ″이고  ′ ″이 최소일 때는 세 점  ′   ″이 한 직선 

위에 있을 때이기 때문에,  ′   ″은 한 직선 위에 있게 된다. 따라서, 

∠ ′  ∠ ″ ∠가 된다. 즉, 타원 위의 임의의 점에서 그은 접선에 대해 접점

과 각 초점을 연결하는 직선이 이루는 각은 같게 된다.

    런던의 성 바오로 대성당은 ‘속삭이는 회랑(whispering gallery)’이라는 신비한 장소로 

유명하다. 돔 아래의 회랑(원형 모양의 복도) 한 쪽에서 속삭인 소리는 회랑의 건너편 쪽에

서 더 잘 들린다. 성 바오로 대성당의 돔을 이루는 타원형 천정이 신비한 현상의 원인이다. 

타원의 초점에 해당하는 곳에서 소리를 내면 이 소리는 사방으로 퍼져가지만 타원형 천정에 

도달하여 반사된 소리는 모두 건너편 초점에 해당하는 위치에 다시 모이게 된다. 그래서 타

원의 한 초점에서 낸 소리는 다른 초점에서 아주 또렷이 들리게 되는 것이다.

[문제 2-1](10점) 원을 한쪽 방향으로 일정비율로 축

소하면 타원이 된다는 것을 다음과 같이 보여라. 원 

   과 타원 


 


  (단,     )에 

대해 축 위의 점  (단,     )를 지

나는 수직선이 그림과 같이 원과 만나는 점을  , 타

원과 만나는 점을 라고 할 때, 두 선분 와 

의 길이의 비 


를 구하고 이 비가 일정함을 보여

라.
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[문제 2-2](10점) 아래 그림과 같이 타원   위의 서로 다른 두 점 과 에서 타원 에 

접하는 원 가 있다. 이 때 원 의 중심 는 타원 의 초점이 될 수 없음을 타원의 정의

를 이용하여 설명하라.

M

N

FO

[문제 2-3](15점) 위 문제에서처럼 원 를 타원   위의 서로 다른 두 점 과 에서 접

하게 하면서 반지름을 줄여가면 두 접점  은 타원의 한 꼭지점에 접근한다. 이 때 원 

의 중심 는 타원의 한 초점에 접근하는지를 다음과 같은 과정으로 판단해 보라.

(1) 타원의 방정식은 


 


 , 초점좌표는  과    (단,     ), 점 의 

좌표는   이라 할 때, 직선 의 방정식을 구하고, 이것에 의해 원의 중심 의 -

좌표를 와 와 에 관한 식으로 나타내어라.

(2) 이  에 접근할 때, 원의 중심 의 -좌표의 극한값을 구하라.

(3) (2)의 결과를 이용하여, 이 꼭지점에 접근할 때 중심 가 타원의 초점에 접근하는지

를 판단하라.

[문제 2-4](15점) 초점이 과  ′ 인 타원   




 과 직선     이 

있다. 직선  위에서 점 가  

≦ ≦ 


인 범위에서 움직이면서 초점  ′을 향해 

빛을 비추고 있다. 이 빛이 타원에서 반사되어 직선  위의 점 를 지난다고 할 때, 

의 범위를 구하라.
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